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Abstract 
T. Kobayashi introducedもhedeformation space of Cliff，口rd-Kleinforms， 
whichis ana七UTalgeneralization of deformation spaces of geometric st四 c-
tures. Selber稽g.幽eべWe品i泣l'治slocal r討i泡gid品iも竹Ytぬhε印01"向εm da勾ims也a討tthe児 dおeflおo古口問rna七凶iむ叩n 1
space 1閏sdis配cr問eも民efor R到.lema田nnianir汀Teducαibles勾ymme剖tr託icspaces 品Mi百fthe 
d占ir
l叫 d(even in higher dimensional case) in the non-Riemanruan case. How-
ever， the explicit forms of such deforrna七ionspaces are obtained only for 
a few cases now. In this paper， we calculate explicitlyもhedeforma七mn




めることができる.空間 M に対し iMへの複素構造の定め方全体jは iMの
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f¥S L(2， lR)j SO(2))はコンパクトな Clifford-Klein形の典型的な例である，
次の間題はむlifford司Klein形において重要な問題の一つである.


























定義 5 。γ(r， H):= R(f， H)/Gを変形空間と呼ぶa
{モジュライ空間}写像仇 ip'，三 G，H)が写像として異なっていても 3その像
が一致する(即ち ρ(r)=となる)なら CJifford-Klein形として自然に向型
である その分を省くために，TE Auもとゆ EHom(f，に対し準同型写像
Tゆ:f→Gを
(Tやニや(T-1i)
と定める.これより定まる Aut(r)の作用は， R(f， G， I-I)を保ら?先に定めたGの
作用と可換であるため?次のように定義できる.


















(2) (G，H) = (G' x G'，diagGっとし，G'を非コンパタトな単純リー群とする.





(1)コンパクトリ」マン面 Mg(gど2) r¥G/H = r¥SL(2，JR)/SO(2). 
(2) ト}ラス G/HニCX K C;Cへ r=71}. 
(3) G/H = G' x G'， G' = SL(2，JR) ([1]，[8]). 
(4) G / H= G' x Gヘ G'= SL(2， q ([2]). 
(5) r = Zkで，G，Hが以下の場合([可ト
r x v¥ I 
G = ~ I 0 1 z I : x，VεJRk， ZεJR ~ 
I ¥ 0 0 11 i 
r I h x 0¥ 1 









AをV= JR2n上の標準的な非退化交代形式とする.即ち，A:V x V→Rを
百二 (Vl，V2)，ω= (101，ω2)ε V ~ m;，n⑦JRnに対して
A(v，叫:=(V1，ω2)一(官2，切1)
と定める.ただし， (・3・)はJRnの標準的な内積とする.このとき， G:= V x m;，の
元glごい，s)，のニ (ω，t)に対し7積を
9192 := (V +ω，S十t+~A(v ，1O)) εG 









は V の部分空間となる.このとき ， CCH の仮定から H= 時~ x JR(と書くこと
ができる.また
日:ごい EV : A(v， VH) = O} 
と定め， ，もの 1匂での補空間を“一つ選びV1とすればAは向上で恒等的に 0，V1 
上で非退化となる@




中心 C を含むと仮定する • f¥GjHがG/Hのコンパクト Cli質ord-Klein形である
ならばF竺 Zk(ただし， k=dimG-dimlりである.
定理 11.命題 10と閉じ仮定の下(p，りをEの符号とし TξNをp十q十r=n
となるように選ひt， r := Zk (k = dim G…dimH)とおく。がコンパク
トな Clifford副Klein形を持つ必要十分条件はP2:rであり?このときコンパクト
Clifford-Klein形r¥GjHの変形空間3モジュライ空間は次で与えられるの
T(r，G，H) = (Sp(p，lR)jSp(p-l'，lR) x Sym(lRq) x M{p，q;lR)2 x GL(k，lR)， 
M(r，G， H) = (Sp(p，lR)jSp(p -r，lR) x Sym(lRq) x M(p， q;lRl x iZ)¥GL(k，lR 
例 12.特に，GjHが対称空間の場合は，VHは非退化となり q=Oとなる.従っ
て3変形空間は
ア(f，G，H)= (Sp(p，lR)jSp(p-r，lR) x GL(2p，lR) 
となる.また3逆に VHが金等方的なときはp=r=Oとなるので
T(f，G，H) = Sym(lRq) x GL(q，lR) 
となる.
6 ~.正瞬











る.さらにのコンノ号クト性から d= dimG _-dimH 























































補皇室 1"1。定理 11と同じ設定下において?部分群Hは mod Tで，Hp，qに等しい.
Proof.非退化な交代形式に関する 般論から， l匂は適当なtε Sp(n，1R.)によっ
て， ¥仏qに移されることが分かる.従って，このtにより Hはに移される. 翻
変形空間やモジュライ空間はGの自己同型により Hを動かしても同型なの
で3檎題 14より H= Hp，qの場合のみ定理を証明すればト分である.
(Step 2) [ある条件を満たす部分空間WCV全体を決定する問題に帰着させるl
一般に?連結かっ単連結なペキ零リー群 G内で離散部分群rを変形すること
を考えよう.rのsyndetichull Lを取れば fG内でのrの変形jは iG内での
Lの変形Jと iL内でのYの変形jの直積に分解することができる




U:ェ{WcV部分空間・ dimW = k， W n v;"qコ {O}，Alw三 O}
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と定めよう 実は，Uは rc内での Lの変形jに相当する部分であり，実路3
補題が成り立つ.
15. 
ア(71}， ~ u x 

























パクト性より L¥G/H~ ~口が分かる.これより c= 工H であり 3 勝手なコンパ
クト集合 ScGは適当なコンパクト集合 CLとSHC Hにより SC SL8H 
と書くことができる このとき，







{ψE Hom(;z:k， G) r.pは単射であり 3
伊(Zk)の作用は固定点自由かつ固有不連続}/Ad(G)，








いま， 2行自の集合に含まれる r.p'~三日om(~k ， G) を r.pl(æ) = (r.pi (x)， 'f'~(x)) ε 
G=Vx~ と書いたとする. Imag色iplはGの中心Cを含まないので3適当な線
形写像ゆ :V トー Rによって，同(x)=ゆ(凶作))と書けなければいけない.一方?
Ad(切，0) ゆ(v)= (v，4;(む)+ A(ω3り))であるから，Aの非退化性より，適当な
ωεVを選べば， Ad(ω，0) (む7ゆい))= (v，O)とできる.即ち， ;t' E Hom(re.k， G)は
適当なωεVによって， Ad(ω，0)4>' E Hom(~k ， V)とすることができる。また3こ
のようにできる wEVは一意に定まるので?二つ自の等号が分かる.
最後に三つ患の等号を示す.W:ニ 1m品ge(ip")と置くことにより 3少N全体の
取りうる範囲は，YV の取りうる範囲と GL(!~ ，rre.) の直積となることが分かるの従っ
てj 伊1が満たすべき条件と W が満たすべき条件を比較すれば良いまずj が
単射であることと， dimW = kは同値である.また，~k が可換群であることから 3
ψ11が準向型であることと Alw=， 0が同値となるむさらに，)0吋IPi.k)の作用が闘有
であることは3補題 17より Wn Vp，q = {O}と同値である.従って三つ自の等号
も示された。
また，上の式において，GL(k，IPi.)はsyndetichull内でのFの変形を表してい
るので1モジュライ空間は Ux (SL(k ，rre.)\GL(k ，~)) で与えられる.
これにより 1補題が証明できた. E量
(Step [ある行列が対称行列になる条件を決定する問題に帰着させるl
以下， (Step 2)で定義した集合Uを決定しよう まず2
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Clai臨.wn丸。:::{O}宇中旬Nlwが全単射.
実際，NもwももFoの補空間なので，特に次元が等しく?従って単射ならば












φ(x)，到ω)= (T1x，九y)ー (T2x，T1y)= 0 
と同値であり?さらにこれはIT1T2が対税寸?列になることと同値である.すなわち 3
u c:{曇 :N→v やは(6.1)で与えられ，'T1T2は対称行列}
となる.以上から?結局
????????











(A" A1 ¥ 
:= ~ e:ë~) E J'y.f(2p， 2r;lR)， 
Jm :ごし -fmlεM(m，lR) 
、 ~m 1 
とおく.簡単なブロック計算から行3'IJtT 1むが対称行列であるためには
ty JpY = Jr (6.2) 
が必要条件である事が分かる.逆に， (6.2)が満たされるときは，A2，C2巴M(p，(ji闘
とZE Sym(lRq)を任意に選び3
B1・=t A2C1 - tC2A1 
B2・=Z-tC2Az
Bs := t A2C3 - tC2As 
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と tT1T2は対称行列となる a て
u' ;= {Y E M(2p， 2r;Jtl) : ty JpY = J，.} 
とおけば1以下のようになること





一方¥p~ のとき Claim り立つ.
Clali踊 . U::: -r，Jtl). 
このjClaImはITl)が Uに推移的に作用し留定部分群がSp(p-r， ITl)にな
ることから分かる。
この Claimにより， p? l'のときは
U::.ご ITl) / Sp(p -r， Jtl)x Sym(ITlq) >< M (p， q; ITl)2 
となり，補題 15とあわせると 3定理 11の証明が完了する a 圏
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